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Abstract. Dieser kurze Technical Report enthalt einige Anmerkungen zum Harris-
Eckendetektor [Harris88] und zur Strukturmatrix. Ziel ist es, die ansonsten sehr gu-
te didaktische Darstellung bei [Burger05] um Aspekte zur Bedeutung der Struktur-
matrix und ihrer Eigenwerte zur ergénzen.
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Einleitung

Sei I(u,v) das Intensitats-"Gebirge" eines Bildes. Die Ableitungen I(u,v) und I (u,v) charakterisieren
den lokalen Grauwertverlauf an der Stelle (u,v).

Nach [Burger05] ist die lokale Strukturmatrix M definiert als (sémtliche Ableitungen sind an der Stelle
(u,v) genommen):

2

M. =| X Iny _ A0 CO

W, 1,2 G B
xly ly 0 =0

[Man beachte: die Strukturmatrix hat eine gewisse Ahnlichkeit zur Hesse-Matrix

aber die Hesse-Matrix ist etwas deutlich anderes, da sie Ableitungen 2. Ordnung enthalt].

Weil die in Gl. (1) definierte Matrix My sehr empfindlich gegen Rauschen ist, nimmt man zweckmafi-
gerweise eine Glattung vor, indem man mit einer Fensterfunktion w, faltet (die Indizes u',v' laufen
dabei Uiber einen symmetrischen Bereich um u und v herum):

A Z " uV X(u',V')Z

A C . LV

M= mit B= Z oWyl (u',v")
(2) C B y ] ) ]
C Z W'y x(u’V)Iy(u’V)

-

Folgende Fragen stellen sich:

o Welche Bedeutung hat die Strukturmatrix? Wieso sagt sie etwas Uber das Ecken- oder Kanten-
verhalten am Punkt (u,v) aus?

o Welche Bedeutung haben die Eigenwerte der Strukturmatrix?
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Welche Bedeutung hat die Strukturmatrix?
M charakterisiert die Struktur in der Umgebung des Punktes (u,v). Denn:

o Wenn (u,v) in einer strukturlosen Region des Bildes liegt (Intensitats-"Gebirge" | ist flach, Plateau),
dann sind samtliche Ableitungen 1,=1,=0, also ist M die Nullmatrix.

o Wenn durch (u,v) eine Kante mit Kantenvektor parallel zur x-Richtung verlauft, dann ist 1,>>0, also
auch A>0, aber 1,=0, mithin B=C=0. Wir haben also ein M in der Form

M:AO
0 0

o Wenn durch (u,v) eine Ecke verlauft (z.B. die Ecke eines Schachbrettmusters), dann messen wir
an einigen Stellen in der Umgebung von (u,v) ein ,>>0, an anderen Stellen ein Iy2>0. Evtl. ist die
Summe uber alle Terme LI, im Fensterbereich Null (Schachbrett), evtl. aber auch nicht (einseitige
Ecke), wir haben also ein M in der Form

A O A C
OBoderM_CB

keine Struktur Kante (blauer Pfeil = | Ecke (Doppelecke rechtwinklige Ecke
Kantenvektor) "Schachbrett")
1,>0 1,>0 1,>0
> |
1,<0
1,>0
00 A O A O A C
M= M= M= M=
00 0 0 0O B C B

Wenn man die Frage stellt: "Wenn ich fiir alle Pixel in einer Umgebung von (u,v) einen kleinen Schritt
in Richtung (x4,X2) mache, welche (gemittelte) Intensitdtsanderung habe ich dann, d.h. welchen Wert
hat E(x4,x2)?" mit:

X1

E( )=Zwuv(l(u+x1,v+X2)—I(u,v))2

u,v

®) X5

dann ist die Antwort auf diese Frage, wie man mit einer Taylorentwicklung von I(u+x4,v+x,) fur kleine
(x4,%2) zeigen kann, gegeben durch die sog. quadratische Form von M (s. auch [Harris88]):
X1 X1

@  E( T D=(xpx)M = x 'Mx

X2 X2

Die Matrix M fasst die ganze Information iber die Struktur von | in der Umgebung von (u,v) zusam-
men: Ich kann M mit kleinen Verschiebungen (x4,X,) verschiedenster Richtung "sampeln" und erhalte
eine charakteristische Antwort zurtick. Verschiebe ich z.B. genau senkrecht zu einem Kantenvektor,
erhalte ich Null. An der gleichen Stelle erhalte ich aber bei Verschiebung parallel zum Kantenvektor
eine maximale Antwort.

Dies ist die Begriindung, wieso M die lokale Strukturmatrix heisst.

© Prof. Wolfgang Konen, 08.11.06 FH K&ln 2/5




TR-Harris-Strukturmatrix.doc

Welche Bedeutung haben die Eigenwerte der Strukturmatrix?

Ziel dieses Kapitels ist, darzulegen, dass mithilfe von Eigenwerten Kanten und Ecken in beliebigen
Orientierungen durch eine einheitliche Terminologie charakterisiert werden kénnen.

Eigenwerte rekapituliert

Bekanntlich sind Eigenwert A und Eigenvektor v einer Matrix M ja diejenigen Elemente, fir die die
Eigenwertgleichung

) Mv=Av
gilt. Eigenvektoren sind spezielle Richtungen im Raum, die die Abbildung M unverandert Iasst.

Beispiel: Bei der Abbildung "Erddrehung" bleiben samtliche Vektoren, die in Richtung der Rotations-
achse Sudpol-Nordpol zeigen in ihrer Richtung unveréandert. Der zugehdrige Eigenwert ist 1.

Es qilt der Satz, dass jede reelle, symmetrische N*N-Matrix genau N reelle Eigenwerte mit N zueinan-
der senkrechten Eigenvektoren besitzt. Bei unserem M sind ferner alle Eigenwerte nichtnegativ.

Eigenwerte der Matrix M
Welche anschauliche Bedeutung haben Eigenwerte im Falle der Strukturmatrix M?

Beginnen wir zunachst mit einem einfachen Fall: C=0, d.h. M habe die Diagonalform

A O
© M= 0 &
2
1 0
Dann sind die Eigenvektoren die Einheitsvektoren V1 = 0 ’V2 = 1 und die zugehorigen

Eigenwerte sind A, und A,. Wir interessieren uns nun fir den Wert der quadratischen Form xTMx,
wenn sie auf Einheitsvektoren x beliebiger Richtung angewendet wird. Mit ein wenig Algebra kann
man zeigen

(7) XTMX = (X1V1 + X2V2 )T M(X1V1 + X2V2) =...= X127L1 + (1 — X12 )7L2

Dies ist die Gleichung fiir Punkte auf einer Ellipse, s. Abbildung 1. In Richtung des gréReren Eigen-
werts (dies sei 0.B.d.A. L) bewirkt M die gréte Langenanderung, in Richtung von 2, die kleinste.

Abbildung 1: Die Abbildung x'Mx macht aus Vektoren x auf dem Einheitskreis
einfache Zahlen, deren Linge durch die rote Ellipse charakterisiert ist. (Die Rich-
tung von Mx ist i.a. ungleich der Richtung von x, nur bei den Hauptachsen gilt
Mx || x)

© Prof. Wolfgang Konen, 08.11.06 FH K&ln 3/5



TR-Harris-Strukturmatrix.doc

Fur die quadratischen Form aus GlI. (4) und die Einheits-Eigenvektoren v,, v, gilt insbesondere:
T
E(V1) - V1 MV1 - )\.1

E(Vz) - V2TMV2 - 7\.2

Eine Kante ist ein Sonderfall von Abbildung 1 mit 1,=0: Vektoren in Richtung von v, (also senkrecht
zum Kantenvektor) werden durch M auf O abgebildet. Dies entspricht der Tatsache, dass senkrecht
zum Kantenvektor keine lokale Struktur im Bild ist.

(8)

Was ist, wenn der Kantenvektor NICHT langs der x-Achse verlauft, sondern z.B. 35° geneigt dazu? —
Eigentlich ist alles noch genauso, wenn wir in den Eigenvektoren v, und v, rechnen bzw. darstellen, s.
Abbildung 2. Die Matrix M hat im v,-v,-Koordinatensystem weiterhin die Diagonalform nach Gl. (6).

X2
A
V2
V4
Ao X1
xI

xlTMxl

Abbildung 2: Sind die Eigenvektoren v, und v, gedreht, so gilt dasselbe wie in
Abbildung 1 beziiglich dieser Vektoren. Im Koordinatensystem x,, x, hat M aber
dann eine andere Darstellung

Wenn wir aber die Matrix M im x4-xo-Koordinatensystem darstellen wollen, dann missen wir sie dre-
hen, und das geschieht bei Matrizen mit einer Drehmatrix D, die von links transponiert und von rechts
"as-is" an die Diagonalform von M multipliziert wird (c=cos(¢), s= sin(¢)):

D= C S ’
—S C
M:DT >\«1 0 D— 7\,1C2+7\.282 (7\,1—7\,2)SC _ A C
0 )\’2 (7\.1 —7&2 )SC 7&182 + }\,202 C B

Man sieht, dass die Matrix M weiterhin symmetrisch ist. Aber die Matrix M ist im x4-xo-Koordinaten-
system Uberhaupt nicht mehr diagonal, und auch bei einer Kante kann der Term B sehr wohl gréRer
Null sein, obwohl "eigentlich" 1,=0 ist.

Wir sehen also den grol3en Vorteil der Beschreibung durch Eigenwerte: Obwohl die Matrix M je
nach Orientierung der Kante immer wieder anders aussieht, haben wir mit den Eigenwerten eine ein-
heitliche Sprache, um alle Kanten beliebiger Richtung zu beschreiben:

"Kante" ist dann, wenn Eigenwert 1, > 0, aber 1,=0 (bzw. nahe bei Null).
Dasselbe qilt flir Ecken

"Ecke" ist dann, wenn beide Eigenwerte in etwa gleich grol3 1,~4, (Ellipse wird zum Kreis)
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Faltung ist wichtig fur Eckendetektion (!)

Man beachte: Wiirde die Faltung (Ubergang von M, zu M in Gl. (2)) unterbleiben, dann gébe es streng
genommen gar keine Ecken: Denn mit den Werten Ay, By, C02=A0~Bo errechnet man mit der Eigenwert-

formel (8.7) in [Burger05]:

7\,1’2 :%(AO +B0 i\/A02+2A0BO +B02j = 7\,1 :AO +B0, }\,2 =0

d.h. wir haben die Charakterisierung einer Kante mit Starke Ay+By. Das macht auch Sinn, denn wenn
wir die Stetigkeit des Intensitatsgebirge voraussetzen und an eine Ecke "ganz nah ran gehen", sieht
diese Ecke lokal wie eine Kante in der Richtung aus, die die Mittelung beider dort "tatsachlich" zu-
sammenlaufenden Kantenrichtungen ist.

e
e
P
Ll e e
R T T 2
= o

Einer Ecke kann "von weitem" (x und y laufen Wenn wir aber "ganz nah ran gehen" (x und y
von -10 bis 10) keine Kantenrichtung zugeordnet | laufen von -1 bis 1), dann haben wir — beliebige
werden. Auflésung vorausgesetzt — auch an der Ecke

eine Kante, d.h. eine Grauwertrampe vor uns.

Erst mit einer Faltung w,,, die sich Uber mehrere Pixel erstreckt, erreichen wir, dass i.d.R. C2 # AB
gilt, und nun kénnen wir zwei von Null verschiedene Eigenwerte A, und A, haben. Die Faltung hat
anschaulich die Wirkung, verschiedene Steigungsantworten in der Umgebung von (u,v) aufzusam-
meln. Auf diese Weise kann man die Umgebung von (u,v) genauer charakterisieren als wenn man
nur den Funktionsverlauf an der Stelle (u,v) selbst betrachtet.
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