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8. Mehrdimensionale Funktionen

Wer Grenzen Uberschreitet, versucht, in eine neue Dimension vorzustof3en.
[Daniel Mithlemann, (*1959), Ubersetzer und Aphoristiker]

Einige Leute sollten nicht diinn werden, denn dadurch riskieren sie den
Verlust ihrer einzigen Dimension.

[Pavel Kosorin, (*1964), tschechischer Schriftsteller]

8.1. Einleitung

8.1.1. Worum geht es?

Bisher hatten wir bei der Differentiation nur Funktionen einer Veranderlichen betrachtet. Bei
den meisten Problemen der realen Welt treten aber mehrere Veranderliche auf:

e Eine Flache in der Computergrafik kann durch Z = f(X,y) beschrieben werden
e Zustandsvektor einer Wii als Funktion der Zeit: Gestenerkennung, MCI

e Zustandsgleichung Gas: Der Druck p ist Funktion von Temperatur T und Volumen V:
r-T
p=p(T.V)=—-.
\Y
e Der Gewinn eines Unternehmens ist eine Funktion der Umsatze aller seiner n Pro-
dukte und m Kostenstellen: G = G(Uy,Uy, ... ,Upn, Ki,...,Km)

8.1.2. Warum InformatikerInnen mehrdimensionale Funktio-
nen brauchen

Wir werden uns in diesem Kapitel mit der Definition und der Differentiation solcher Funktio-
nen beschaftigen. Damit kénnen wir dann folgende Probleme und Anwendungen lésen:

e Flachen und Trajektorien in Computergraphik und Game Physics darstellen.

o Wie differenziert man mehrdimensionale Funktionen? - partielle Differentiation

e Modelloptimierung: Wie findet man Extremwerte? Anwendungsfall: Welches ist die
beste Regressionsgerade Y = ax+Db fiir eine Menge von Punkten?

e Optimierung mit Nebenbedingungen: Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren.

Da man bei den meisten Realwelt-Optimierungsaufgaben an mehreren (vielen) "Stellschrau-
ben" drehen kann, sind solche Probleme von groRRer praktischer Bedeutung.
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8.1.3. Welche Kompetenzen Sie erwerben

- reellwertig Visuali- '
- vektoriell sierung

mehr-

zentrales dim. partiell
Thema Funk- ableiten

tion

Lagrange

Nach Abschluss dieses Kapitels werden Sie wissen

e ..., wie man mehrdimensionale Funktionen definiert

e ..., wie man sie visualisiert (im Kopf, auf dem Papier und am Rechner)

e ..., wie man durch (partielles) Ableiten Optimalwerte findet

e ..., wie man ein Modell mit mehreren Parametern an Daten anpasst

e ..., wozu ein Gradient gut ist

e ..., wie man optimiert und dabei gleichzeitig Nebenbedingungen einhalt (Lagrange)

8.2. Definition einer Funktion mehrerer Veranderlicher

Defini- Visuali-
tion sierung

zentrales X im. partiell
Thema ableiten

LS-
Methode
+
Lagrange

Gradient

Eine Funktion mehrerer Veranderlicher kbnnen wir uns gut als Java-Methode mit mehreren
Parametern klarmachen. Nehmen wir die Zustandsgleichung fir ein Gas:

p:R xR — R, p(T,V):%

die als Java-Methode lauten wiirde
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public double pressure(double temp, double volume) {

static double r = 8.13;
return r*temp/volume;

}

Allgemeiner kénnen wir die Parameter einer Funktion mehrerer Veranderlicher in einem Vek-
tor zusammenfassen, hier z.B.:

T
Vv

X =

Es macht also mathematisch durchaus Sinn, sich mit Vektoren mit beliebig vielen Kompo-
nenten zu beschaftigen, auch wenn unsere Anschauung auf 3-dimensionale Raume be-
schrankt ist. Wir definieren den n-dimensionalen Raum

R"=R xR x..xR

n-mal
wie in Mathe 1 (Kap. 7.4 ,Vektoren®):

Def D 8-1 n-dimensionaler Raum

n_ . : . . n
Jedes Element der Menge R wird als Punkt eines ndimensionalen Vektorraumes R be-
zeichnet. In der Regel wird ein solcher Punkt durch den Vektor X bezeichnet.

Def D 8-2 reellwertige Funktion mehrerer Veranderlicher
X1

Eine reellwertige Funktion f ordnet jedem Punkt Xq1-+: X, (bzw. Vektor X=]: ) aus einer
Xn

zusammenhangenden Teilmenge D des R" eindeutig einen reellen Wert y € R zu, und man
schreibt:

f:DcR" >R mit y:f(xl,xz,...,xn)

Beispiel:
Die Temperatur auf der Erde ist eine Funktion der L&ngen- und Breitenkoordinate sowie der
Hohe Gber dem Erdboden.

ANMERKUNG: Wir beschaftigen uns hier also mit reellwertigen Funktionen f:R" >R .

. : . . f.phn m .
In Kapitel 8.7 werden wir noch kurz auf vektorwertige Funktionen f:R" >R eingehen,
die einen n-dim. Vektor auf einen m-dim. Vektor abbilden. Beispiele:
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L,normale* Funktion reellwertige Funktion vektorwertige Funktion
f:R >R f:R? >R f:R? 5 R?
iy R
N i ¥
AFTFITY 3 s
0% 7 .; &
'1 . L A
~Kurve® (Hyper-) ,Flache* .Pfeile” (Windkarte)

8.3. Visualisierung einer Funktion mehrerer Veranderlicher

- reellwertig

- vektoriell

zentrales . im. partiell
Thema ableiten

LS-
Methode
+
Lagrange

[Papula, Bd. 2, S. 272-286]

Ziel: Sich ein Bild von einer Funktion machen. Verbessern Sie Ihre Fertigkeiten zum ,Bild
machen".

Wir fragen uns hier nur, welche Darstellungsformen grundsétzlich in Frage kommen und ge-
hen auf ,Flache im Raum* kurz ein. Wie kann man sich einen Uberblick verschaffen, wie
eine Funktion z=f(x,y) aussieht? [Methoden sammeln]

Mehr zu diesem Gebiet, der sog. Visualisierung (von Funktionen), kbnnen Sie auch im
WPF ,Computergrafik und Visualistik“ von Horst Stenzel erfahren.
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8.3.1. Analytische Darstellung
Darstellung in Form einer Gleichung

Eigenschaft Vortell

explizite Form z = f(x,y) nach z aufgeldst, nur | leichter zu analysieren
ein z-Wert je (x,y)

implizite Form F(x,y,z) =0 nicht nach z aufgelést | kann komplexere Flachen

(mehrere z-Werte, Kugel)

Beispiele in Vorlesung.

Man verwendet die implizite Form, wenn eine Auflésung nach einer Variablen nicht mdglich
ist, oder, wenn sie zwar prinzipiell moglich, aber zu aufwendig oder mit unnétigen Schwierig-
keiten verbunden ist. Die implizite Form kann komplizierte Flachen im R® darstellen, die ex-
plizite Form ,kann® nur solche Flachen, die jedem (x,y) hdchstens ein z zuordnen. *

Anmerkung: Jede explizite Form laft sich mit

F(xy.z) = f(x,y)-z
in die "kanonische" implizite Form bringen. Die umgekehrte Richtung kann dagegen schwie-
rig sein.
Zum Spielen und fur ,schone Forme(l)n* ist der ZEIT.de-Skulpturenwettbewerb warmstens
empfohlen !!
[Programme — Surfer zeigen, z.B. mit (x"2+y"2+z"2-1)*(x"3+y"3+2"3-1) ]

8.3.2. Tabellarische Darstellung
Bevorzugte Darstellung fir Tabellenkalkulationsprogramme
z = f(x,y)
Y1 Y2 Yk Yn
X1 Z11 Z1o Zik Zin
Xm Zm Zm2 Zmk Zmn

Darstellung von Funktionen mit mehr als zwei Veranderlichen mdglich tber verschiedene
Seiten mit Tabellen (z.B. Blatter in Excel).

8.3.3.

Flache im Raum
Bevorzugte Darstellung in Maple (plot3d)
Beispiel "Gaussglocke":

! Beispiel zu implicitplot3d mit Maple-Befehl:

implicitplot3d((x/2)"2+y"2+z72-10,x=-5._.5,y=-5..5,z=-5_.5);
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2 2
X +4y
f(x,y)=7exp| -———
(X,y) p 10
6
8.3.4. Schnittkurven: Hohenlinien, Kennlinienfeld

Eine wichtige alternative Darstellung kennt man aus Wanderkarten: Die 3. Dimension (H6he)
wird durch Hohenlinien abgebildet. Dort, wo die Hohenlinien dicht zusammenliegen, herrscht
eine hohe Steigung.

Alternative Darstellungen mit Maple:

-6 -4 2 0 2 4 6

X
Abbildung 8-1: (a) Héhenliniendiagramm, (b) Kennlinienfeld?

2 Erzeugt durch folgende Maple-Befehle:

@) 9:=(X,y)->7*exp(-(x"2+4*y"2)/10);
contourplot(g(x,y),x=-6..6,y=-5..5,Filled=true,axes=boxed,
coloring=[COLOR(RGB,0.5,0.5,1),red], font=[HELVETICA,BOLD,12]);

(b) plot(Iseq(g(x,y),y=0..3)],x=-6..6, legend=["y=0","y=1","y=2",
"y=3"],font=[HELVETICA,12],thickness=2);
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Die Verallgemeinerung des Begriffs der H6henlinie fir mehr als zwei Dimensionen ist die
Aquipotentialflache (d.h. die Flache  mit f(X) = f(X,y,Z) = ¢ = const . Beispiel: Tem-
peraturverteilung beim Glihen von Steel Coils.

Wie findet man die Hohenlinien fur eine explizite Form? — Indem man die linke Seite als kon-
stant festsetzt und nach y aufldst. Im Beispiel: *

2 2 2 2
f(x,y)=z="7exp _ﬂ P |n£:_ﬂ® y:—_i-i —10In£—x2
10 7 10 2\ 7

Wenn sich die Gleichung nicht analytisch nach y auflésen IaRt, geht es nur mithsamer: Nu-
merisch ein Raster vieler Funktionswerte bestimmen und Punkte mit gleichen Werten ver-
binden. Oder durch numerische Nullstellenbestimmung.

Ein Kennlinienfeld 143t sich dagegen fir die explizite Form immer leicht zeichnen: einfach
verschiedene feste Werte flir y einsetzen.

Ubung: Leider ist gerade Ihr Laptop kaputt und Sie haben kein Maple zur Hand. Machen

Sie sich trotzdem ein Bild von der Funktion f(X,y) = x2eY, indem Sie handschriftlich ein
Hohenliniendiagramm im Bereich 1,2,4,8 und ein Kennlinienfeld fur y=0.5,1,2 erstellen.

Weitere Beispiele in Ubungen!

8.3.5. Mehr als zwei Veranderliche

Die Anschauung versagt, die Funktion 4Rt sich nicht mehr als Ganzes zu erfassen. Zahlrei-
che Techniken sind entwickelt worden, um sich dennoch ein Bild von der Lage zu machen;
Stichwort "Visualisierung von Daten". Basis-Methoden:

e Festhalten von N-2 Parametern und Betrachtung eines Schnitts, z.B. Hhenliniendi-
agramm in den restlichen beiden Parametern

e Anordnung vieler solcher Schnitte in rechteckigem Plot-Feld

e Animation, d.h. einer oder mehreren Variablen wird ein zeitlicher Verlauf zugeordnet,
und man beobachtet die Anderung, die sich im Bild der anderen Variablen als Funkti-
on der Zeit ergibt.

e u.v.am.

Beispiel 1: Anordnung in rechteckigem Plot-Feld:
Sei f: R* = R eine Funktion von 4 Veranderlichen X,Y,V,W:

f(x,y,v,w) = exp(— (x— v)2 —(W+2)(y- 0.8v)2)

Wir stellen f durch ein Array von X-Y-Hohenliniendiagrammen dar, in den Reihen lauft V von
-2 bis 2, in den Spalten lauft W von -2 bis 2:

% bzw. Hyperflache fir mehr als 3 Veranderliche
* Unter der Wurzel steht tatséchlich nichts Negatives: In(z/7)<0 = -10In(z/7)>0. Weiter x’<-10In(z/7).
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w=-1

ST

Welche Wirkung hat also der Parameter w, welche der Parameter v?

Beispiel 2: Wir stellen die gleiche Funktion f(X,Y,V,W) als Animation dar, wobei der Anima-
tionspfad langs der Diagonalen im V-W-Raum l&uft, also von V=W=-2 bis V=w=0.5.
Uberlegen Sie: Wie wird die Animation in etwa aussehen? [Fragend entwickeln]

Losung: s. plot3d.mws, Animation in Abschnitt "Mehr als zwei Veranderliche".
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8.4. Partielle Ableitungen

- reellwertig
- vektoriell

zentrales
Thema

Lagrange

Wie schon bei Funktionen einer Veranderlichen liefert der Begriff der Ableitung auch bei
Funktionen mehrerer Veranderlichen den Schliissel zur Analyse von Zusammenhangen. Die
Ableitung einer Funktion mehrerer Veranderlicher wird mittels partieller Ableitungen auf den

Fall eindimensionaler Funktionen zurtickgefuihrt. Betrachten wir die Situation zunachst bei
Funktionen zweier Veranderlicher (Skizze).

,— v =const

P — § X = const

.......

X / | (Xg:Yo)

Im Punkt (X,,Y,) sind die Schnittebenen x = const und y = const eingezeichnet. Innerhalb der

jeweiligen Schnittebene liegt dann nur noch eine Funktion z = f(x) (fir y = const) bzw. z =
g(y) (fir x = const) vor. Insbesondere bereitet die Bildung der Ableitung in diesen Féllen kei-
ne Schwierigkeiten. Dies fuhrt uns zum Begriff der partiellen Ableitung.
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Def D 8-3 Partielle Ableitung
Die partielle Ableitung 1. Ordnung der Funktion

y =F(X1, X5, Xp,)
nach der Variablen X; ist durch den folgenden Grenzwert definiert:

g()q():“mf(xl,...,xi_l,xi 0, X g0 X ) = F(X ey Xy Xy Xipgrener X, )
OX. h—0 h

Umgangssprachlich bedeutet dieser Grenzwert: Betrachte alle Variablen mit Ausnahme von
X; als Konstanten und bilde die Ubliche Ableitung nach der Variablen X;.

Anschaulich: Setze n-1 Variablen fest, dann passt die verbleibende Variable in eine ,Schau-
tafel” (rotes oder blaues Rechteck in obiger Zeichnung), d.h. einen Graphen fiir eine ,norma-
le“ Funktion, den wir wie Ublich ableiten kénnen).

Weitere, allgemein tbliche Symbole fur partielle Ableitungen sind
—X)=VY, X)=—1I(x)=1 (X
o)=Y (&) =5 ()= 1 (%)

Wir werden im Folgenden meist die Schreibweise fXi ()?) benutzen, wenn keine Verwechs-
lung mit dem Index (einer Vektorfunktion) zu befurchten ist.

Beispiel:
Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet:
RT
V,T)=—
p(V.T) ==
@ _, __RT
ov Y V2
op R
oT P17V

Anschaulich: Wenn ich das Volumen um einen kleinen Wert 0V &andere, dann andert sich
der Druck um Op = —WGV . D.h. bei VolumenvergréRerung sinkt der Druck, weil

RT
—W <0 (wenn man bei einer geschlossenen Luftpumpe den Kolben nach aussen zieht,

gibt es eine riickziehende Kraft nach innen, weil der Druck innen niedriger ist als aussen),
bei Temperaturerhohung steigt der Druck.
Ubung: Fir Z(X,y) = 5Xy — 2y + 3 bestimme man Z, und z,

X3

N 2 - € ,
Fir Y(X4,X5,X3) = X1 X5 IN X3 +4/X; SINX, + < bestimme man Yy ,Yx, und y,.
1

Wie diese Beispiele zeigen, sind die partiellen Ableitungen im Allgemeinen selbst wieder
Funktionen samtlicher, in der Ausgangsfunktion auftretender, Veranderlicher.
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Sind alle partiellen Ableitungen stetig, so heif3t die Funktion stetig differenzierbar.

Def D 8-4 Stetig differenzierbar

Ist eine Funktion an allen Stellen eines Gebietes G (einmal) differenzierbar und sind die
partiellen Ableitungen stetig, so heif3t die Funktion im Gebiet (einmal) stetig differenzierbar.

Analog: n-mal stetig differenzierbare Funktionen.

Die besondere Bedeutung dieser Definition liegt darin, dass stetig differenzierbare Funktio-
nen in einer (kleinen) Umgebung eines Punktes durch den Funktionswert in diesem Punkt
und sé&mtliche partiellen Ableitungen angenahert (approximiert) werden kdénnen (s. Kap. Feh-
ler! Verweisquelle konnte nicht gefunden werden. "Linearisierung einer Funktion™).

Def D 8-5 Partielle Ableitungen 2. Ordnung

Ist eine Funktion 2mal stetig differenzierbar, so kann jede partielle Ableitung 1. Ordnung
selbst wieder nach allen Variablen differenziert werden. Hierdurch entstehen partielle Ablei-
tungen 2. Ordnung.

Beispiel: Zu Y(X1,X2,...) ist eine Ableitung 2. Ordnung Yxxo = (yxl )Xz

Analog: Partielle Ableitungen n. Ordnung.

X

. , e

Ubung: Bilden Sie Y(X1,X5,X3) = X%XZ INX3 ++/Xq SINX, + X_ (unter Verwendung
1

der Ergebniss yXl,yX2 und yx3 aus voriger Ubung) die 2. Ableitungen

yX1X2 und yX2X1

Satz S 8-1 Satz von Schwarz

Ist eine Funktion von mehreren Veranderlichen k-mal stetig differenzierbar, so sind die ge-
mischten Ableitungen k-ter Ordnung unabhéangig von der Reihenfolge des Differenzierens.

Wie wir gerade gesehen haben, gilt fir k = 2 fur die Funktion U(X, Y,...) :

Uyy = (ux)y = (Uy)x = Uyx

ax
) ) _ _ e cosby .
Ubung: Uberprifen Sie an der Funktion f(x,y,z) = T durch explizites Nach-

rechnen, dass gilt: Ty, = f,y . Ist eine der Reihenfolgen 6konomischer?
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8.5. Extremwerte

- reellwertig
- vektoriell

zentrales
Thema

Methode
+
. _Lagrange

8.5.1. Lokale und globale Extremwerte
[Stingl, S. 361]

Analog zur Situation bei Funktionen mit einer Veranderlichen, lassen sich auch bei Funktio-
nen mehrerer Veranderlicher die Begriffe lokales Minimum oder Maximum definieren. Not-
wendige Bedingungen ergeben sich aus den partiellen Ableitungen.

Def D 8-6 Relatives Minimum, relatives Maximum
Eine Funktion Y = f(Xl, ) Xn) besitzt im Punkt X = (X01’X02 yeoes XOn) ein relatives
Minimum, wenn in einer Umgebung von X stets:

f(X1,-0 X ) > F(Xg1,---»Xon )
fur alle X # X

gilt. Ein relatives Maximum liegt vor, falls in einer Umgebung stets:

f(Xq,-- X)) < F(Xo1s+++5 Xon) Wkt | —
.. -~ = gilt.
far alle x = X
Ein Kriterium fur das Vorliegen von Extrem- 17
werten liefert der nachste Satz: ]
0.8
Satz S 8-2  Stationarer Punkt 0.6-3
] e
et
- e
Ein Punkt Xq in dem samtliche partiellen 04 W
Ableitungen 1. Ordnung zu Null werden, 0.2 ghty
fxl(Xo)= fxz(Xo)=---= fxn(xo)zo ‘ |\
heil3t stationarer Punkt. Eine notwendige,

aber im Allgemeinen nicht hinreichende Be-
dingung fur einen Extremstelle ist, dass sie
ein stationarer Punkt ist.
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Bemerkungen:

1. Bei zwei Veranderlichen folgt der Satz aus der Forderung, dass ein Extremwert eine waa-
gerechte Tangentialebene haben muf3.

2. Wie bei Funktionen einer Veranderlichen ist die Bedingung aus Satz S 8-2 nicht hinrei-
chend, auch Sattelpunkte kdnnen waagerechte Tangentialebenen haben. (Wie jeder
weil3, der schon mal Bergsteigen war, muss es zwischen zwei Gipfeln eines stetigen Ge-
birges sogar Sattelpunkte geben.)

z="Ff(x,y) =
Beispiel (s. nebenstehendes Bild): .12 > _ 2_\,2
e (x-1)“-y /2+e (x+1)“-y“/2

3. Die Angabe hinreichender Kriterien ist bei mehr als zwei Variablen schwierig. Fir zwei
Variablen erhalt man als hinreichendes Kriterium:

Satz S 8-3  Hinreichendes Kriterium fur lokale Extrema (2 Veranderliche)

Es sei A(X,Y)= fXX(X, Y)fyy(X, y)— [fxy(X, Y)]z die Determinante der sog. Hesse-Matrix.

Eine Funktion f(X,¥) : D — R besitzt an der Stelle (xo,yo) mit Sicherheit ein lokales Ext-
remum, wenn die folgenden Bedingungen zugleich erflllt sind:

1. £,(X0:Yo) =0 und f (X,,¥,) =0 stationarer Punkt, notwendige Bedingung

und
2. A(Xq,¥,) >0

Im Fall T (Xq,Y,) <O liegt ein lokales Maximum, im Fall f. (X,,Y,) > O ein lokales Mi-
nimum vor.

Ist A(XO, yo) <0, so liegt kein Extremwert, sondern ein Sattelpunkt vor.

Satz S 8-4  Hinreichendes Kriterium fir globale Extrema (2 Veranderliche)

Eine Funktion f(x,y) : D — R besitzt an einem stationaren Punkt (xo,yo) mit Sicherheit
ein globales Extremum, wenn gilt

1. A(X,y) >0 und f,(XY) <O firalle (x,y)eD (globales Maximum)
—oder —
2. A(X,¥) >0 und f,,(X,y)> 0 firr alle (x,y)eD (globales Minimum)

Beispiele und Ubungen in Vorlesung!
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Ubung 1: Bestimmen Sie die lokalen Extrema von W(X,y) = 6X + 3y‘2 -0.1x? —%y“

Ubung 2: Gegeben sind n Punkte im zweidimensionalen Raum mit den Koordinaten
P = (xi,yi). Fur welchen Punkt P = (X,Y) ist die Summe der Abstandsquadrate zu den ge-

gebenen Punkten P; minimal?

8.6. LS-Methode (Methode der kleinsten Quadrate)

8.6.1. Anwendungsfall: Modelle in der Informatik

z.B. Neuronales Netz

Q. z=f(X)

. ‘ Modell © © &
X —_ O O 0

f(x) (o272 o S

) 62 = (z—y)?
minimieren
2 Reale
Beobachtung y

Fast alle Computerprogramme sind Modelle der realen Welt. Die Modelle sollen (in bestimm-
ten Aspekten) der realen Welt entsprechen. Beispiele:

Crash-Test-Simulation in Automobilindustrie
Zeitreihenvorhersage, Data Mining
Neuronale Netze, Entscheidungsb&ume (Lernen von Beispielen)
Modell = NPC (Non-Person Character) in Computerspielen

e |BM Watson: |Jeopardy
Oft mussen die Modelle vor (oder wahrend) der Inbetriebnahme optimiert (angepasst) wer-
den, damit sie moglichst gut mit der realen Welt Gbereinstimmen. Diese Modellanpassung
kann oft schwierig sein, weil ein Modell fur verschiedene Falle passen soll. Man spricht auch
von Parameter-Tuning, Gegenstand unserer Forschungsprojekte FIWA/SOMA >
www.gociop.de.

Ziel (s. Graphik):

= 2
Minimiere 8% = (Modell-Output — realer Output)? = (f(X) — y)
Wenn mehrere Input-Output-Paare {(X;, yi)‘ i=1...,n} gegeben sind:

n
Minimiere &2 = Z(f(il) —Yi )2
i=1
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Da der quadratische Fehler minimiert werden soll (wieso eigentlich?), sprichte man von der
Methode der ,kleinsten Quadrate”, engl. ,least square”. Gebrauchliche Abkurzungen sind
daher KQ-Methode oder LS-Methode.

Die LS-Methode ist eine der wichtigsten und gebréauchlichsten Methoden der mathemati-
schen Optimierung.

8.6.2. Die LS-Methode fur Geraden und die GLS-Methode

Wir werden in dieser Vorlesung nicht das IBM-Watson-Modell optimieren kénnen
(wer mehr Uber diese faszinierende Kl-Challenge lesen will, s.
http://www.stanford.edu/class/cs124/AlMagzine-DeepQA.pdf )

Wir nehmen uns als viel bescheideneres Modell zun&chst ,nur” eine Gerade vor. Aber was
Sie hier lernen, kdnnen Sie genausogut auf komplexere Modelle tbertragen.

Im Praktikum werden Sie sich mit einem vereinfachten Neuronalen Netz beschaftigen.

Nun geht es also los mit der Geraden:

Gegeben seien N Mel3punkte (xi,yi), die nicht unbedingt auf einer Geraden liegen (Mel3feh-

ler, systematische Abweichungen). Wie findet man die Gerade, die am besten zu den Mel3-
punkten passt?

Anwendung: Praktikum Physik bei Prof. Koch, z.B. Messungen zu Hall-Effekt oder Konden-
sator.

Modell = Ausgleichsgerade (Regressionsgerade): Y =a + bx
Welche Parameter sind zu optimieren?

Abweichung der Ausgleichsgeraden beim i-ten Datenpunkt: &; = @+ bX; — Y;

Wir setzen voraus, dass nicht alle x; identisch sind, denn dann hatten wir eine senkrechte
Gerade, die wir nicht als Funktion beschreiben kénnen.

n n
Zu minimierende Funktion: Z(a,b) =>"82 =Y (a+bx; ;)

i=1 i=1
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Anpassung einer MeRwertreihe durch eine Ausgleichsgrade
20

18 +

16 +

14 £

12 +

& MeRwerte
= Ausgleichsgrade

10 +

24 y=-20328x+2039

Wir setzen die partiellen Ableitungen gleich Null:

= Zn:(a+bx ~y;)=0

= gn:(a+bx yix; =0

[N

Es ergibt sich ein lineares Gleichungsystem von zwei Gleichungen fiir die beiden Unbekann-
ten a und b:

n n
na+b x; =2y an+bS, =S,
i=1 i=1

n n n < asS, +bS,, =S
ad X +b> xF = xy; X XX Xy

wobei Sy, S, ... einfach geeignete Abkurzungen fur die Summen sind. Man multipliziert nun
die 1. Gleichung mit S, und die 2. Gleichung mit n durch, zieht voneinander ab und erhalt:
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NS,y —SySy
nSxx o (Sx )2

SXXSy —SXSXy
nSxx B (Sx)2

a=

Ubung: (a) Theoretisch kénnte ja der Nenner in den obigen Formeln fiir "pathologische"
Kombinationen der x; auch mal Null werden. Kénnen Sie zeigen, dass der Nenner immer
ungleich Null ist? Hinweis: Es gilt die nitzliche Identitat

n 2 n

18 2 1 18 1
3% =X == %7 —| =D x| mitMittelwert X == x
Nizg Niz Nz Nz

(b) Weisen Sie nach, dass es sich bei der Lésung {a,b} tatséchlich um ein Minimum handelt
(s. Satz S 8-3)

Ubung: Es muss nicht immer eine Gerade sein! Kombinationen von anderen "Basisfunktio-
nen" gehen genauso gut.” Beispiel: In einem Behélter sind radioaktive Stoffe vom Typ A, der

proportianal e zerfallt und vom Typ B, der proportional e-2x zerfallt. Durch Messungen soll
ermittelt werden, wieviel vom Typ A, wieviel vom Typ B. Gegeben seien die Messpunkte:

Xi 0 1 2 3
Vi 4.1 1.3 0.4 0.3

Welches Modell ¥ = f(a,b) =ae™ + be 2% passt am besten zu diesen Daten? D.h. wel-

che Parameter @, b minimieren die Summe der Abweichungsquadrate? Zeichnen Sie Ihr
Modell und die Messpunkte in ein Diagramm!

® Den allgemeinen Fall beliebiger Basisfunktionen nennt man GLS = "generalized least square”.
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8.7. Der Gradient

- reellwertig

- vektoriell

zentrales

8.7.1. Vektorfunktionen

Die Konigsetappe: Synthese von Linearer Algebra und Analysis: Wie kann ich einen Vektor
ableiten?

Def D 8-7 Vektorfunktion
Sind die Koordinaten eines Vektors X als Funktionen einer skalaren GréRRe t (z.B. Zeit) ge-

geben, so liegt eine Vektorfunktion X : R — R3 vor. In den Komponenten erhélt man:
X1 (t)
X(1) =| x2(t)
x3(t)

Bezeichnet t die Zeit und X1, X», X3 die Raumkoordinaten, so heiRt X der Ortsvektor des
Punktes P(X1, X2, X3).

Ist zusétzlich fir den Parameter tein Intervall t; < t < t, vorgegeben, so be-

schreibt die Menge aller Punkte {Y((I)‘tl <t<t,} eine raumliche Kurve.

In Vorlesung: Raumkurve, mittlere Geschwindigkeit, Momentangeschwindigkeit.

Def D 8-8 Ableitung einer Vektorfunktion
Die 1. Ableitung der Vektorfunktion X (t) ist der Grenzwert:

lim x(t+At)—x(t): lim g:dx

At—0 At At—>0 At dt

X

Der Vektor Yk(to) ist der Tangentenvektor der Bahnkurve an der Stelle t,.
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Satz S 8-5

Die Koordinaten der Ableitung eines Vektors erhalt man durch Differenzieren der Koordina-
ten des Vektors.

ANMERKUNGEN:
1. Die Definitionen gelten sinngemalf auch fir M statt fiir 3 Koordinaten.

2. Die Koordinatenfunktionen eines Vektors kénnen genausogut Funktionen von N Ver-
anderlichen sein (statt nur Funktionen von t). Dann haben wir die allgemeine vektor-

. : .pn m : . . .
wertige Funktion f:R” > R vor uns. Jede einzelne Koordinate ist eine Funktion
von N Veranderlichen.

Wie man Funktionen von N Veranderlichen abzuleiten hat, ist Gegenstand des ndchsten
Kapitels.

8.7.2. Der Gradient: Wo bitte geht's nach oben?
Stellen Sie sich vor, Sie stehen an einer Stelle Po=(Xo,Yo) im Funktionengebirge f(X,y) und
wollen wissen, wo geht es nach oben? Genauer: Wo geht's méglichst steil nach oben?

Mathematischer: Wenn ich einen (kleinen) Schritt der L&nge ds mache, welche Richtung
wabhle ich? Das Problem: Es gibt unendlich viele Richtungen! Alle ausprobieren??

Zum Gliick gibt es ein wesentlich einfacheres Rezept, das mit nur zwei () Messungen aus-
kommt:

Rezept:
o0 Bilde die partiellen Ableitungen an der Stelle (Xo,Yo). Nehmen wir an, es sei
f (X0:Y¥0)=1 und f,(XgYo)= 2. (Die Ableitungen sind die Steigungen, d.h. in
050 y '
der Nahe von (Xo,Yo) ist der Zuwachs in f je waagerechter Kéastchenkante 1, der Zu-
wachs je senkrechter Kastchenkante ist 2.)

o Stecke die Zahlen in einen Vektor und marschiere in die Richtung, die der Vektor an-
gibt. Also hier: 1mm in x-Richtung und 2 mm in y-Richtung.

1
o Vektor ( j , Strecke: \/12 +22 = \/g mm.

2
0o Zuwachs: 1+ 2 +2 =5, also ;
f, =2 2

5 =
o Zuwachs/mm = E =5=2.23 y
o Das ist ein hdherer Zuwachs/mm als in x- Po 1
Richtung alleine (1) oder in y-Richtung alleine (2)
o Keine andere Richtung bringt einen héheren Zu- fx =1

wachs/mm. Probieren Sie's aus!

Wer's genauer verstehen will: Totales Differential, Gradient.

Grol3e Bedeutung fur die praktische Optimierung: Wenn ich ein Modell mit 5 oder 10 oder
50 Dimensionen habe (Parameter-Tuning fur Simulationsmodell), dann bin ich in diesem
hochdimensionalen Raum ,blind wie ein Maulwurf‘! Nur der Gradient gibt mir die Information,
wie ich an den Steuerkndpfen drehen muss, um meinen Output zu verbessern:

e s0g. Gradientenanstiegsverfahren (oder —abstiegsverfahren)
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8.7.3. Totales Differential
[evtl. nur Def. bringen, Rest im Selbststudium]

Betrachten wir eine Funktion f(X,Y) in zwei Veranderlichen an der Stelle Po=(Xo,Yo):

z =f(xy)
Az
Totales
Differential

Wenn ich von Pg ein Stiick (dx,dy) weitergehe, dann ist:

Zuwachs der Tangentialebene in Po, wenn in
Totales Differential dz = | allen Koordinaten um (dx,dy) weitergegan-
gen wird

Zuwachs der Funktion, wenn man um denselben
Vektor (dx,dy,...) weitergeht

Funktionsanderung AZ =

Als Formel:

dz :fx(XO’yO)dX+fy(X0’y0)dy
Az = f(xo +dx,yq +dy)- f(Xo,YO)

Def D 8-9 Totales Differential (2 Veranderliche)

Das totale Differential dZ einer Funktion Z = f(X,y) im Punkt (X,Y,) ist definiert durch:
dz = fx(xo’)’o)dx + fy(XO’yO)dy

Es gilt: dz~ Az wenn dX, dy hinreichend klein sind (s. Zeichnung).

Die Tangentialebene im Punkt (X,,Y,) ist gegeben durch:

Z(x,y) = (X0, Yo )+ fx (X0, Yo XX - Xo) + T, (X0, Yo XY - Vo)

Zum Beweis der Tangentialebenengleichung setzt man in allgemeiner Form
Z=a+b(x—-Xg)+c(y—-Yg) an und fihrt einen Koeffizientenvergleich durch.
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Bei Funktionen von n Variablen erweitert man dies ganz analog:

Def D 8-10 Totales Differential (n Veranderliche)
Das totale Differential dZ einer Funktion Z = f(Xl, X2y Xy ) = f(X) wird definiert durch:

dabei sind alle partiellen Ableitungen im betreffenden Punkt zu nehmen.

Es gilt auch hier: dz ~ Az = f(X + dX) — f(X), wenn dX = (dxy,dX5,...,dX,) hinrei-
chend klein ist.

Beispiel:

1)z =2x+y? x=3,y=5dx=0.3,dy=0.2
z, =f(x,y)=f(35) =31

Z, =f(x+dx,y+dy)=1(3.35.2) =33.64

Az = 2.64
dz=2dx+2ydy=2-0.3+2-5-0.2=2.6
also gilt tatsachlich: Az ~dz

8.7.4. Der Gradient: Woher weht der Wind?
[Stingl, S. 343 und 353]

lat. Verb: gradior, gressus sum = schreiten
lat. Substantiv gradus = Schritt, Standpunkt, Stufe (vgl. graduell)

(héngt also eng mit unserem Bild vom Ausschreiten im Funktionengebirge zusammen)

Def D 8-11  Gradient

Der Gradient grad f einer Funktion z= f(x, Xa,..., Xn) ist eine Vektorfunktion (s. Def D 8-7),
die aus den partiellen Ableitungen besteht. Wertet man den Gradient an einer bestimmten
Stelle Pg = (X190, X20,..., Xno) @QUS, SO entsteht (grad f)(P,), ein einfacher Vektor:

f).(l fx1 (PO)
gradf = (gradf)(Py) =|

fxn fxn (PO)

In den beiden folgenden Bildern stellen die Grauschattierungen die Funktion f dar, wobei
schwarz den héchsten Funktionswert darstellt, und die Pfeile symbolisieren den zugehdrigen
Gradienten:
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[ http://de.wikipedia.org/wiki/Gradient (Mathematik) ]

Man beachte: Der Gradient "lebt" im Raum (x,y), in dem die Funktion f definiert ist, NICHT im
Raum (x,y,z), den man braucht, um sich die Funktion vorzustellen.

[in Vorlesung: wieso der Gradient die Windrichtung angibt]

Anwendungsbeispiel Gradient: Bildverarbeitung, s. Bilder in Burger_2005\Bilder\ch07 und in
Lehrmaterial\chO7.

3
Beispiel: Der Gradient der Funktion f(X,y) = 3xy + Y lautet grad f = (BX +y2va an

der Stell ird ktor (grad f)(2,1) = 3113 4 der stel
er Stelle (x,y)=(2,1) wird er zum Vektor (9 L) = 3.9.2.1 = 3 , an der Stelle

0
(x,y)=(2,0) wird er zum Vektor (gradf)(2,0) = (GJ .

Die Ableitung einer Funktion mehrerer Veranderlicher f(x) = f(X1, Xo,..., Xn) nach der Zeit lant
sich mit dem Gradienten sehr kompakt schreiben:

df(%) _ df(xy %) _ oo O
dt dt dt

Satz S 8-6 Eigenschaften des Gradienten
1. Der Gradient (gradf)(Py) steht senkrecht auf der durch Py verlaufenden Aquipotential-
linie- oder flache, also der Punktmenge { PeR" | f(P) = f(Py) }.

2. Der Gradient weist in die Richtung des steilsten Anstiegs. D. h. die Anderung von f an
der Stelle P, hat in Richtung von (gradf)(Py) ihren Maximalwert, namlich den Betrag

(grad f)(Py)|.

Der Gradient hat also eine sehr anschauliche Bedeutung im "Funktionengebirge".
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(grad f)(P;)

f(P)=f(P2)
f(Po) > f(P1)>1f(P2)

Beispiele und Beweis von Satz S 8-6 in Vorlesung

Ubung: Wir befinden uns im Punkt P=(x,y,z)=(1,2,-1). In welcher Richtung hat die Funktion
f =f(x,y,z) = exp(x? + y? — 2z2)

ihren steilsten Anstieg?

Der Gradient spielt eine grof3e Rolle in der Optimierung, bei der man oft ein bestimmtes Feh-
lersignal zu minimieren hat. Statt unzahlige (unendlich viele) Funktionsdifferenzen auszupro-
bieren, reicht es fur ,glatte” Funktionen, an der Stelle P, den Gradienten auszurechnen (ei-
nen Vektor aus lauter Zahlen!) und ein Stiickchen in die Gegenrichtung zu marschieren. Man
spricht vom Gradienten-Abstiegsverfahren (engl. gradient descent), einer wichtigen Me-
thode der Optimierung.

Grof3e Bedeutung fir die praktische Optimierung: Wenn ich ein Modell mit 5 oder 10 oder
50 Dimensionen habe (Parameter-Tuning fir Simulationsmodell), dann bin ich in diesem
hochdimensionalen Raum ,blind wie ein Maulwurf‘! Nur der Gradient gibt mir die Information,
wie ich an den Steuerkndpfen drehen muss, um meinen Output zu verbessern.

Gilt natirlich nur, wenn es im Funktionengebirge nicht ,auf und ab“ geht (was leider in der
Praxis haufiger zutrifft, als einem lieb ist). Hierflr haben die Wissenschaftler aber auch pfiffi-
ge Rezepte entwickelt: Ein Applet zu PSO (Particle Swarm Optimization) von
http://gecco.org.chemie.uni-frankfurt.de/PsoVis/index.html zeigt ein Beispiel fir eine komple-
xere Optimierungsstrategie. ,Ein Schwarm ist intelligenter als seine Individuen* (— WPF
Spiele, Simulation u. Dynamische Systeme, Kapitel Partikel- und Schwarmsysteme).
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8.8. Optimierung mit Lagrange-Multiplikatoren

- reellwertig
- vektoriell

. mehr-
zentrales \\ dim.
Thema Funk-

tion

[Papula, Bd. 2, S. 333-340],
http://www.slimy.com/~steuard/teaching/tutorials/Lagrange.html

Die meisten realen Optimierungsprobleme haben Nebenbedingungen:
¢ Maximiere den Gewinn, wobei die Summe der Maschinen-Stunden konstant ist

e Minimiere die Freistunden in einem Stundenplan, wobei jeder Raum in jeder Stunde
nur durch eine Klasse belegt sein darf

o UusW.
Beispiel: Wo liegen die Extrema von Z(X,y) = X+2Y, wenn die Nebenbedingung
X?+y?=5? einzuhalten ist?

[Losung in den Ubungen]

Der simple Ansatz: Nebenbedingung nach einer Variablen auflosen, z.B. y=y(x), in Z(x,y)
einsetzen, dann Extrema von F(x) = Z(x,y(x)) suchen.

Dies geht jedoch nicht immer: Sei Z(X,Y) eine zu optimierende Zielfunktion und ¢@(X,y)=0
die Nebenbedingung. Die obige Methode funktioniert nicht (gut),

» wenn die Auflésung von ¢(X,y)=0 nach X oder Y nicht méglich oder aber zu auf-
wendig ist;

» wenn die Auflésung Y=Y(X) zwar gelingt, aber Z(X,y(X)) = F(X) zu unnétig kompli-
zierten Ableitungen F'(X) oder F"(X) fiihrt.

Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren bietet hier einen guten Trick:

Satz S 8-7 Lagrange-Multiplikator

Gegeben eine zu optimierende Zielfunktion Z(X,Yy) und eine Nebenbedingung ¢(X,Yy)=0,
die gleichzeitig einzuhalten ist. Dieses Problem wird in folgenden Schritten geldst:

1. Bilde die Hilfsfunktion

F(X, Y, 2) = Z(X,y) + Lo(X,Y)
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Der (noch unbekannte) Parameter A heilRt Lagrange-Multiplikator
2. Setze die partiellen Ableitungen gleich Null:

Fx = Zx(Xl y) + }\’(PX(X’ y)=0
Fy =Zy(X,y)+roy(X,y)=0
F?» = (P(X, y) =0

Aus diesen 3 Gleichungen lassen sich die 3 Unbekannten X, Y und A bestimmen.

3. Gibt es mehrere Lésungen, so kann man durch Einsetzen in Z(x,y) herausfinden, welche
der L6sungen ein Maximum (bzw. Minimum) sein kann. (Einen hinreichenden Nachweis
hat man damit allerdings nicht)

Die Sache mutet wie ein Taschenspielertrick an: Erst erganzen wir ein A-0, erhalten so eine
neue Funktion F(X,y,\), eliminieren dann A wieder und haben angeblich eine Lésung von
Z(X,Y), die die Nebenbedingung einhalt? Wieso?

In Vorlesung erklaren wir, wieso dieser Trick funktioniert.
(BRINGEN WIR I.D.R. NICHT)
Anmerkung:

e Das Verfahren der Lagrange-Multiplikatoren laft sich ohne Schwierigkeiten auch auf
Funktionen von n Variablen mit m Nebendedingungen (m<n) verallgemeinern. Die
Hilfsfunktion lautet dann:

m
F(X11-eor Xpo gy A ) = Z(Xg0e, X ) + DL 20X,y X))
i=1

und die (n+m) partiellen Ableitungen und damit Gleichungen ergeben sich analog.

¢ Die Nebenbedingungen missen in Gleichungsform vorliegen. Bei Nebenbedingun-
gen in Ungleichungsform helfen die Lagrange Multiplikatoren nicht weiter, hier
braucht man andere Optimierungsmethoden (Simplex oder Interior Points). Das wol-
len wir aber hier nicht weiterverfolgen.

Anwendungsbeispiel Informatik:

8.8.1. Shannon’s Informationsmald und Kodierungstheorie

Aus der Theoretischen Informatik ist nach Shannon bekannt: Wenn tber einen Kommunika-
tionskanal Zeichen aus dem Alphabet {a; | i=1,...,N } mit relativer Haufigkeit p; geschickt wer-
den, dann ist der mittlere Informationsgewinn, wenn das nachste Zeichen bekannt wird

N
lsh =—>_pild(p;)
i=1
Man rechnet haufig auch mit

N
I == piIn(p;)
i-1
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das unterscheidet sich nur durch einen konstanten Faktor und ist leichter zu differenzieren.
Problemstellung: Wenn man die relativen Haufigkeiten p; frei wahlen kann (unter Einhaltung

N

der Nebenbedingung Z P = 1, die immer erfllt sein muss), welche p; maximieren dann
i=1

den mittleren Informationsgewinn?

L6sung:

o(Py,.-PN) =P +...+py -1

N
F(Py,- PN A) = = PiIn(@;) + A(py +... +py 1)
i=1

1
R, = —pl—1 —In(py) + A =-1-In(py) +A =0,

1
Fo, = _pNE—ln(pNHX =-1-In(py)+A=0

Setzt man 1. und 2. Gleichungen gleich, so folgt In(py)=In(p.) = p:=p2,
setzt man 2. und 3. Gleichung gleich, so folgt In(p2)=In(ps) = p2= ps, usw. Insgesamt folgt

N 1
also p;= p2= ... = py und mit der Nebenbedingung Z P = 1 wird daraus Pj = N .
i=1

Antwort: Der Kommunikationskanal Ubertragt genau dann die maximale Informationsmenge
pro Zeichen, wenn alle Zeichen aus dem Alphabet gleichwahrscheinlich sind. Bei N=4 ist der
maximale mittlere Informationsgewinn

4 49 44
n =2 pHdp) = -3 7122 )= (-2)3 31
i=1 i=1

i=1
2 [bit]

Kleiner Exkurs: Shannon-Fano-Kodierungq

Teile die Buchstaben in 2 Gruppen, dass die Summe der Haufigkeiten in jeder Gruppe mog-
lichst gleich ist:

Buchstabe e g a
rel. Haufigkeit 50% | 25% | 25%
Code 0 10 11

Dann kommen alle zweistelligen Zeichenfolgen gleichhaufig vor:

Zeichenfolge Buchstabenkette | Wahrscheinlichkeit
00 .ee” 50%*50% = 25%
01... »€g" oder ,ea" 2*50%*25% = 25%
10 29" 25%

11 pa 25%
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Der Kommunikationskanal Ubertragt also die maximale Informationsmenge.
(evtl. Ubung 2 vor Ubung 1 machen)

Ubung 1: Wir erweitern das obige Beispiel: Gegeben sei ein Alphabet mit 4 Zeichen mit
Wahrscheinlichkeiten ps, p2, ps, P2 sowie den zwei Nebenbedingungen

(1) pa+ P2t pst+ pa=1
(2) p1= 2p2
Welche Wahrscheinlichkeiten p; maximieren unter diesen beiden Nebenbedingungen den

N
mittleren Informationsgewinn | = _Z Pi In(pi) ?
i=1

Ubung 2: Ein Zufallsexperiment habe 4 mégliche Ergebnisse, die mit den Wahrscheinlich-
keiten ps,...,p4 auftreten. Weil eines dieser Ergebnisse immer herauskommen muss, gilt of-
fensichtlich p;+ p,+ ps+ ps=1. Bei welchen Wahrscheinlichkeiten wird das Produkt

Z(P1,---,P4)=P1P2P3P4
maximal?
Zeigen Sie mit Lagrange-Multiplikatoren, dass die Losung p;=...=ps=0.25 ist!
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8.9. Fazit

Wichtige Begriffe und Ergebnisse aus diesem Kapitel waren:

reelle Funktion meh-
rerer Veranderlicher

f:R" >R : n Veréanderliche, 1 abhangige Gréle

Vektorfunktion

X:R" >RM:n Verénderliche, m abhangige GréRen

Tangentialebene

Ebene im Raum R™ durch den Punkt ()?,f()?)) die in allen Rich-
tungen die Steigung der (stetigen) Funktion f in X hat.

Aquipotentialflachen

Flachen mit f(X) = const. im X -Raum. Fir X € R? werden die
Flachen zu Linien, den H6henlinien.

partielle Ableitung
nach x;

alle Veranderlichen auf3er x; als konstant festsetzen, dann "normal"
nach x; ableiten

totales Differential

Zuwachs in der Tangentialebene bei Verriickung um dx

Gradient von f

Vektorfunktion im Raum Rn , die i. Komponente ist fxi-

Wichtige Ergebnisse:

e Funktionen mehrerer Veranderlicher lassen sich Uber Flachen im Raum, tiber H6hen-
liniendiagramme oder Uber Kennlinienfelder visualisieren (Kap. 8.3).

0 Hohenlinien: z = f(x,y) nach y auflésen
o Kennlinien: alle Veranderliche bis auf eine konstant festsetzen.

o Die Differentialrechnung einer Veréanderlichen 1&3t sich auf Funktionen mehrerer Ver-
anderlicher tbertragen (Kap.8.4)

o0 partielle Ableitung: alle Veranderliche bis auf eine konstant, dann ableiten.

Extremwerte (Kap. 8.5): Hinreichende Kriterien sind fr mehr als 2 Variablen schwie-
rig, fur 2 Variablen aber gut angebbar (Satz S 8-3).

Modelle in der Informatik: Mit der Methode der kleinsten Quadrate (LS-Methode)
(Kap. 8.6) lassen sich Parameter von Modellen optimieren. Unser Beispiel: Aus-
gleichsgerade (Regression).

Der Gradient (Kap. 8.7) ist der Vektor aller 1. partiellen Ableitungen. Er steht an jeder
Stelle senkrecht auf den Aquipotentialflachen und weist in Richtung des steilsten An-
stiegs.

Viele reale Optimierungsprobleme mit mehreren Veranderlichen haben neben einem
Maximierungsziel auch weitere Nebenbedingungen zwischen den Verénderlichen in
Gleichungsform. Hier hilft die Methode der Lagrange-Multiplikatoren (Kap. 8.8) ent-
scheidend weiter.
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